Funciones embotelladas by De Faria, Edison





Edison De Faria Campos 




Esta es una propuesta didáctica que consta de una serie de actividades relacionadas con la representación 
gráfica de ciertas funciones y su vinculación con una representación en un contexto físico o icónico (dibujo de 
un recipiente). Las actividades son de dos tipos: Dadas las formas de los recipientes, bosquejar las gráficas 
correspondientes, teniendo en cuenta que la variable independiente es la altura del líquido y la variable 
dependiente es el área de la superficie del líquido (o bien el volumen del líquido dentro del recipiente);  dadas 
las gráficas del área de la superficie del líquido versus altura, bosquejar los posibles recipientes 
correspondientes. Ambas actividades son diseñadas para propiciar el cambio de un sistema de representación 
a otro (Janvier, 1987; Duval, 1992, 1999; Hitt, 1992). 
 
Introducción 
En 1985 el Shell Centre for Mathematical Education (1990) publicó el módulo “El lenguaje 
de las funciones y gráficas” con un gran número de actividades para realizar en el aula. 
Estas actividades, ideadas principalmente por Claude Janvier, proponen el desarrollo de la 
capacidad de interpretar y usar la información proporcionada por las representaciones 
gráficas, pues según Janvier, muchos estudiantes están familiarizados con dichas 
representaciones, pero son incapaces de extraer la información global que contienen. Es así 
que Janvier (1987) justifica la importancia en las posibles “traducciones” entre cuatro 
modos de representación de la función de acuerdo al cuadro abajo: 
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Investigaciones realizadas por  Duval (1992) reportan que en estudios en donde se presente 
un enunciado en el cual están en juego varios sistemas de representación, es importante 
analizar las articulaciones que hay de un sistema a otro. 
 
Las posibilidades de traducciones entre los distintos sistemas de representaciones llevaron a 
Janvier a idear varias actividades en las que se prima la utilización de distintos modos de 
representación de la función  y el paso de un modo de representación a otro. Una de las 
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actividades se denominó curvas de llenado y consistía en solicitar a los estudiantes que 
hicieran un esbozo de una curva que expresara como varía con el tiempo, la altura del 
líquido contenido en cada una de las botellas, cuando las mismas son llenadas a caudal 
constante. 
 
El problema inverso también es importante, es decir, dibujar un posible recipiente que 
corresponda a una gráfica dada tiempo-altura, y fue investigado por  Hitt (1992) en México. 
En este artículo propongo algunas actividades relacionadas con curvas de llenado y el 
problema inverso, que pueden ser aplicadas tanto a estudiantes de la educación secundaria 
como a estudiantes universitarios en un primer curso de cálculo. De esta forma realizamos 
conversiones entre diferentes registros de representaciones, Duval (1992,1999), Janvier (1987). 
 
Considero que este tipo de actividad  presenta una ventaja adicional: permite visualizar el 
comportamiento global de la gráfica de una función dado su modelo físico o icónico, o bien 
el modelo del recipiente, dado la representación gráfica de elementos del mismo.  Sabemos 
que el límite o la derivada de una función en un punto dado son propiedades locales de la 
función, mientras que la integral definida proporciona una comprensión más global de una 
función.  Ambos comportamientos, local y global, permiten que tengamos una mayor 
comprensión del objeto de estudio, las funciones.  
 
Actividad 1: Esbozar las gráficas correspondientes a llenado de recipientes 
Objetivo: Pasar de la representación física a la representación gráfica 
 
Ejemplo: El recipiente abajo (una copa) se encuentra inicialmente vacío, sobre una 
superficie horizontal plana. Empezamos a llenarlo despacio (sin inclinarlo) de tal forma que 
la superficie del líquido siempre se encuentre en equilibrio y coincida con la sección 
transversal del recipiente. Bosquejar una posible gráfica que corresponda al llenado de la 
copa, si la variable independiente es la altura del líquido y la dependiente es el área de la 




En este caso, el área inicial es igual a cero (recipiente vacío). Cuando introducimos el 
líquido, el área  de la superficie – con forma aproximadamente circular – aumenta con la 
altura, inicialmente de manera muy pronunciada, posteriormente más despacio, hasta llegar 
a un valor máximo. A partir de la altura correspondiente al área máxima, el área empieza a 
disminuirse lentamente hasta alcanzar un valor límite, correspondiente a la copa llena de 
líquido. Por lo tanto una posible representación gráfica que corresponde a la figura dada es 
la siguiente: 


















El área máxima corresponde a la altura 2h , mientras que a la altura 1h  corresponde un 
punto de inflexión. Aquí no utilizo ninguna escala para los ejes coordenados, por no 
conocer las dimensiones reales de la copa, pero para facilitar la ubicación de las alturas 
dibujé una recta que supuestamente corresponde a la gráfica de ecuación .xy ?  
 
En este ejemplo se supone que la forma de la copa es “suave” en el sentido de que las 
curvas resultantes son continuas, pero podemos diseñar recipientes cuyas gráficas 
corresponden a funciones discontinuas, como la siguiente botella: 
 
          
 
 
De esta forma podemos asociar gráficas – correspondientes al registro de representaciones 
gráficas de funciones – a la actividad de llenado de botellas (objetos físicos). Esto me llevó 
a sugerir el nombre de la actividad como “funciones embotelladas”. 
 
Las siguientes actividades fueron aplicadas a un grupo de 25 estudiantes de enseñanza de 
matemática de la Universidad de Costa Rica, videograbadas y analizadas con todo el grupo. 
 
Problema: Dadas las formas de los siguientes recipientes (no aparecen en este artículo 
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que la variable independiente es la altura del líquido y la variable dependiente es el área de 
la superficie del líquido.  
                                                                
Actividad 2: Esbozar las gráficas correspondientes a llenado de recipientes 
Objetivo: Pasar de la representación física a la representación gráfica 
 
Problema: Para los recipientes de la actividad 1, esbozar las  gráficas correspondientes, si 
la variable independiente es la altura y la variable dependiente es el volumen del líquido 
dentro del recipiente. 
 
La última actividad corresponde al problema inverso, es decir, dibujar posibles recipientes 
que correspondan a gráficas dadas.  En todas las representaciones gráficas la variable 
dependiente corresponde al área de la superficie del líquido dentro del recipiente, mientras 
que la variable independiente corresponde a la altura del líquido. Para las gráficas dadas, 
¿existirá algún recipiente que sea imposible de construir? 
 
Actividad 3: Esbozar los recipientes correspondientes a las gráficas dadas 
Objetivo: Pasar de la representación gráfica a la física 
 
Problema: Dadas las gráficas del área de la superficie del líquido versus altura (no 
aparecen debido a la falta de espacio), bosquejar los recipientes correspondientes. 
 
A seguir exhibo algunas muestras de las soluciones presentador los y las estudiantes. 
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Es interesante observar que varios estudiantes intentan seguir la forma de la gráfica cuando 
esbozan el recipiente. Además pierden la proporción entre los valores del área cuando 
realizan la conversión entre la representación gráfica y la icónica. Otro hecho curioso es 
que en algunos casos existe la tendencia a buscar la representación algebraica para la 
función, como en la primera figura xV ?   (en todo caso debería ser hV ? ). Es posible 





Estoy plenamente de acuerdo con la afirmación de Kaput (1992) de que los sistemas de 
representaciones son un aspecto central de la comprensión del sujeto acerca de los objetos 
matemáticos y sus relaciones y de las actividades matemáticas que éste ejecuta cuando 
realiza tareas que tienen que ver con esos objetos. Actividades como las propuestas en este 
artículo son significativas para los estudiantes por su conexión con situaciones de la vida 
real y permiten que el docente utilice materiales concretos (recipientes reales) con el fin de 
que los estudiantes y las estudiantes exterioricen las distintas representaciones mentales que 
poseen de un determinado concepto mediante diagramas, esbozos de curvas, frases y 
símbolos. Además, este tipo de actividad abre nuevas posibilidades para que el sujeto pueda 
tener una comprensión global de la gráfica de una función, y puede ser fuente de 
inspiración para que docentes y estudiantes puedan trabajar juntos en la construcción 
significativa del conocimiento matemático.  
 
Una pregunta que sería importante investigar y que se relaciona con las actividades 
realizadas es: ¿Cómo podríamos utilizar la tecnología digital – calculadoras graficadoras o 
computadoras – para simular el llenado de recipientes con formas conocidas, y construir las 
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representaciones gráficas correspondientes?, ¿Podemos modelar las ecuaciones - 
representación algebraica - que representan el llenado de recipientes? 
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